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Двумерный осциллятор Ван дерПоля
c внешним управлением
В.Ф.Журавлёв
Интерес к рассмотрению модели двумерных автоколебаний вызван двумя причинами.
Во-первых, на практике находят применение механические системы, где подобная модель
востребована [1–3]. Во-вторых, в отличие от одномерного осциллятора ВандерПоля, дву-
мерная модель как математический объект гораздо богаче свойствами, поскольку помимо
потенциальных и диссипативных сил в ней могут рассматриваться и силы более сложной
природы, определяющие различные особенности поведения осциллятора.
Ключевые слова: осциллятор ВандерПоля
1. Основные соотношения
Будем рассматривать уравнения изотропного двумерного осциллятора в следующей
форме:
q¨1 + q1 = Q1(q1, q2, q˙1, q˙2),
q¨2 + q2 = Q2(q1, q2, q˙1, q˙2).
(1.1)
Осциллятор в свободном режиме (Q1 = Q2 = 0) описывает эллиптическую траекторию
в плоскости (q1, q2) с произвольными главными полуосями и с произвольным наклоном
большой полуоси к оси абсцисc q1 (рис. 1).
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Рис. 1
Стоящие в правой части системы силы будут
рассматриваться следующим образом. С одной сто-
роны, это возмущающие силы, деформирующие эл-
липтическую траекторию свободного режима (из-
менение длин главных полуосей, изменение ориен-
тации эллипса, разрушение самой формы эллипса).
С другой стороны, это управляющие силы, необхо-
димые для стабилизации в том или ином смысле
заданной эллиптической траектории.
В отличие от одномерного осциллятора Вандер
Поля, в котором посредством специальной обрат-
ной связи поддерживается постоянной амплитуда
колебаний, в двумерном случае (1.1) можно стаби-
лизировать энергию колебаний, площадь эллипса,
его наклон к оси абсцисс и его прецессию.
Общее решение системы (1.1) при Q1 = Q2 = 0 определяет уравнение эллиптической
траектории в параметрической форме:
q1 = x1 cos t + x3 sin t, q2 = x2 cos t + x4 sin t. (1.2)
Скорость движения по этой траектории:
q˙1 = −x1 sin t + x3 cos t, q˙2 = −x2 sin t + x4 cos t. (1.3)
Произвольные постоянные (x1, x2, x3, x4) в выражениях (1.2) и (1.3) в дальнейшем будут
рассматриваться как медленно меняющиеся фазовые переменные, когда силы Q1, Q2 не
равны нулю и малы в сравнении с восстанавливающей силой осциллятора.
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(q1 dq2 − q2 dq1) = 12
2π∫
0
(q1q˙2 − q˙1q2) dt = πK, (1.6)
где r — большая полуось эллипса, а k — малая.
Для того чтобы правильно сформировать силы, управляющие энергией, квадратурой,
прецессией или частотой колебаний, необходимо построить базис инфинитезимальных эво-
люций эллиптической траектории.
Укажем еще один тип фазовых переменных, называемых в небесной механике элемен-
тами орбиты (q1, q2, q˙1, q˙2) → (r, k, θ, τ) [4]:
q1 = r cos(t + τ) cos θ − k sin(t + τ) sin θ,
q2 = r cos(t + τ) sin θ + k sin(t + τ) cos θ,
q˙1 = −r sin(t + τ) cos θ − k cos(t + τ) sin θ,
q˙2 = −r sin(t + τ) sin θ + k cos(t + τ) cos θ.
(1.7)
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Смысл новых фазовых переменных таков (рис. 1): r — большая полуось эллипса, k — малая
полуось, θ — угол наклона большой полуоси к оси абсцисс, величина τ определяет начальное
положение (при t = 0) точки (q1, q2) на эллиптической траектории.
Учитывая (1.2) и (1.3), найдем связь новых фазовых переменных (r, k, θ, τ) с медлен-
ными переменными (x1, x2, x3, x4):
x1 = r cos τ cos θ − k sin τ sin θ,
x2 = r cos τ sin θ + k sin τ cos θ,
x3 = −r sin τ cos θ − k cos τ sin θ,
x4 = −r sin τ sin θ + k cos τ cos θ.
(1.8)
Выполним в системе (1.1) замену фазовых переменных (q1, q2, q˙1, q˙2) → (x1, x2, x3, x4)
по формулам (1.2), (1.3):
x˙1 = −Q1 (q1, q2, q˙1, q˙2) sin t, x˙2 = −Q2 (q1, q2, q˙1, q˙2) sin t,
x˙3 = Q1 (q1, q2, q˙1, q˙2) cos t, x˙4 = Q2 (q1, q2, q˙1, q˙2) cos t.
(1.9)
Если (Q1, Q2) = 0, то каждому эллипсу в конфигурационном пространстве q = (q1, q2)
соответствует точка x = (x1, x2, x3, x4) ≡ const в фазовом пространстве. И обратно, каж-
дой неподвижной точке в фазовом пространстве соответствует единственная эллиптическая
траектория в конфигурационном.
Среди эллиптических траекторий есть вырожденные. Эллипс превращается в отрезок
прямой, когда его площадь (квадратура) равна нулю:
K = x1x4 − x2x3 = 0. (1.10)
Если квадратура равна нулю, то из (1.8) следует, что угол наклона этого отрезка пря-
мой к оси абсцисс равен




Другой тип вырожденных эллиптических траекторий — это окружности. Найти урав-
нение многообразия в фазовом пространстве, соответствующее окружности в конфигура-
ционном пространстве, можно так. Следует найти максимум площади эллипса при постоян-











= const. Решение этой задачи таково: в конфигурационном
пространстве траектория осциллятора есть окружность тогда и только тогда, когда
(x1 ± x4)2 + (x2 ∓ x3)2 = 0. (1.12)
При этом максимум квадратуры на многообразии (1.12) равен значению полной энергии:
Kmax = E.
2. Базис инфинитезимальных эволюций
В четырехмерном пространстве x многообразие (1.10) представляет собой трехмерный
конус, а многообразие (1.12) является двумерной осью этого конуса.
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Если Q = 0, то точка x(t) в фазовом пространстве x = (x1, x2, x3, x4) движется. В кон-
фигурационном пространстве q = (q1, q2) этому соответствует эволюция начальной (невоз-
мущенной) траектории, эллипса или отрезка прямой. Будем отталкиваться от начальной
траектории в виде отрезка прямой, поскольку в приложениях это чаще всего и требуется.
Стабилизация эллиптической траектории с неравной нулю квадратурой необходима в про-
екте инерциальной навигационной системы маятникового типа [6].
Имеется четыре типа простейших эволюций:
а) прецессия формы — вращение отрезка прямой в плоскости q = (q1, q2), когда суще-
ствует такая вращающаяся система координат в плоскости q = (q1, q2), в которой этот
отрезок неподвижен;
б) изменение амплитуды колебаний, когда меняется лишь длина отрезка;
в) изменение частоты колебаний q(t) вдоль неподвижного отрезка;
г) наконец, разрушение формы — это такая эволюция, которая не сводится к первым
трем.
Всем этим типам эволюции прямолинейной формы колебаний в плоскости q = (q1, q2)
соответствуют определенные направления движения точки x(t) в фазовом пространстве.
Для выяснения направления, определяющего прецессию, подвергнем (1.2), (1.3) преоб-
разованию поворота x→ y (α — угол поворота):⎛⎝ cosα sinα
− sinα cosα
⎞⎠⎛⎝x1 cos t + x3 sin t
x2 cos t + x4 sin t
⎞⎠ =
⎛⎝y1 cos t + y3 sin t
y2 cos t + y4 sin t
⎞⎠,
откуда вытекает
y1 = x1 cosα + x2 sinα, y2 = −x1 sinα + x2 cosα,
y3 = x3 cosα + x4 sinα, y4 = −x3 sinα + x4 cosα.
Вектор, определяющий искомое направление, имеет вид
e1 = dy/dα|α=0 = {x2,−x1, x4,−x3}.
Для построения направления, определяющего изменение амплитуды, подвергнем (1.2), (1.3)
преобразованию растяжения (μ — параметр растяжения):⎛⎝(1 + μ)x1 cos t + (1 + μ)x3 sin t
(1 + μ)x2 cos t + (1 + μ)x4 sin t
⎞⎠ =
⎛⎝y1 cos t + y3 sin t
y2 cos t + y4 sin t
⎞⎠.
Искомое направление задается вектором
e2 = dy/dμ|μ=0 = {x1, x2, x3, x4}.
Направление наискорейшего разрушения прямолинейной формы определяется норма-
лью к конусу (1.10):
e3 = dK/dx = {x4,−x3,−x2, x1}.
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №2. С. 211–222
Двумерный осциллятор Ван дерПоля c внешним управлением 215
Для построения направления, определяющего изменение частоты, подвергнем (1.2), (1.3)
преобразованию трансляции по времени (τ — параметр преобразования):
⎛⎝x1 cos(t + τ) + x3 sin(t + τ)
x2 cos(t + τ) + x4 sin(t + τ)
⎞⎠ =
⎛⎝y1 cos t + y3 sin t
y2 cos t + y4 sin t
⎞⎠,
откуда
y1 = x1 cos τ + x3 sin τ, y2 = x2 cos τ + x4 sin τ,
y3 = −x1 sin τ + x3 cos τ, y4 = −x2 sin τ + x4 cos τ.
Вектор, определяющий искомое направление, имеет вид
e4 = dy/dτ |τ=0 = {x3, x4,−x1,−x2}.
Итак, базис инфинитезимальных эволюций таков:
e1 = {x2,−x1, x4,−x3},
e2 = {x1, x2, x3, x4},
e3 = {x4,−x3,−x2, x1},
e4 = {x3, x4,−x1,−x2},
(2.1)
где e1 определяет прецессию прямолинейной формы, e2 — вариацию амплитуды, e3 — раз-
рушение прямолинейной формы, а e4 — изменение частоты.
Отметим важнейшие свойства построенного базиса.
Свойство 1 (матрица Грама). Вычислим матрицу скалярных произведений:
Γ =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(e1 · e1) · · (e1 · e4)
· · · ·
· · · ·




x2 0 0 −2K
0 x2 2K 0
0 2K x2 0
−2K 0 0 x2
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.2)
Ее определитель det Γ = (x4 − 4K2)2. Этот определитель на конусе (K = 0) равен восьмой
степени нормы вектора x: det Γ|K=0=‖x‖8. На оси конуса (1.12) он равен нулю: x4−4K2=0.
Свойство 2. Эволюционный базис e1, e2, e3, e4 ортогонален на конусе. Это свойство
непосредственно следует из вида матрицы Грама.
Свойство 3. Четыре векторных поля (2.1) порождают четырехпараметрическую абе-
леву группу Ли диффеоморфизмов фазового пространства x в себя. Это следует из того,
что все скобки Пуассона векторных полей (2.1) равны нулю [ek, ej ] = 0 ∀ k, j.
Свойство 4. Базис (2.1) является неголономным. Из четырех векторов базиса только
два потенциальны: e3 = dK/dx и e2 = dS/dx. Здесь поверхность S = (x2− 1)/2 = (x21 +x22 +
+x23+x
2
4−1)/2 представляет собой сферу единичного радиуса (в дальнейшем, решая задачу
стабилизации энергии колебаний, будем без ограничения общности полагать, что E0 = 1/2).
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Свойство 5 (глобальные эволюции конуса K = 0 вдоль векторных полей (2.1)). Выпи-




− x1 ∂∂x2 + x4
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Глобальная эволюция [7] конуса K вдоль e3:
exp {±τU3}K = K ch 2τ ± 12 x
2 sh 2τ.
При τ →∞ многообразие K ch 2τ ± 1
2
x2 sh 2τ = 0 стремится к многообразию K ± 1
2
x2 = 0,
представляющему собой ось конуса (1.12).
Глобальная эволюция конуса K вдоль e1, e4 и e2 определяется тем фактом, что U1K=0,
U4K = 0, U2K = 2K. Отсюда следует, что K является инвариантом векторных полей e1
и e4, а многообразие K = 0 является инвариантным многообразием векторного поля e2.










x2 −x1 x4 −x3
x1 x2 x3 x4
x4 −x3 −x2 x1
x3 x4 −x1 −x2
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=
= 4(x1x2 + x3x4)2 +
(
x21 − x22 + x23 − x24
)2 = 4 (K21 + K22),
(2.3)
где




x21 − x22 + x23 − x24
)
. (2.4)
Можно показать, что квадратичные формы (2.4) позволяют вычислять угол наклона эл-
липса формы колебаний, когда K = x1x4 − x2x3 = 0. Таким образом, в общем случае вме-
сто (1.11) имеем
cos 2θ = 2K1√
Δ
, sin 2θ = 2K2√
Δ
, tg 2θ = K2
K1
. (2.5)
3. Оператор проектирования возмущений
Будем исходить из уравнений (1.9), в которых выполняется осреднение по явно вхо-
дящему времени. Использование метода осреднения предполагает, что правые части удо-
влетворяют известным требованиям [5, 7], в частности, они являются малыми, что обычно
формализуется присутствием перед ними малого параметра. Уравнения (1.9) приобретают
вид
x˙ = X(x), (3.1)
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Наиболее общий вид линейных по координатам и скоростям сил в (1.1) следующий:∥∥∥∥∥∥Q1Q2
∥∥∥∥∥∥ = (C + N + H)
∥∥∥∥∥∥q1q2





∥∥∥∥∥∥, N = n
∥∥∥∥∥∥ 0 1−1 0
∥∥∥∥∥∥, H = h




∥∥∥∥∥∥, Γ = γ
∥∥∥∥∥∥ 0 1−1 0
∥∥∥∥∥∥, G = g
∥∥∥∥∥∥cos 2β sin 2βsin 2β − cos 2β
∥∥∥∥∥∥,
где C — симметрическая матрица потенциальных сил сферического типа (скалярная мат-
рица), N — кососимметрическая матрица циркулярных сил, H — симметрическая матрица
потенциальных сил гиперболического типа, D — симметрическая матрица диссипативных
сил сферического типа, Γ — кососимметрическая матрица гироскопических сил, G — сим-
метрическая матрица диссипативных сил гиперболического типа. Матрицы H и G имеют
след, равный нулю (девиаторы); силы, определяемые этими матрицами, для целей управ-
ления траекторией осциллятора не используются.
Выполним отображение сил с матрицами C, N , D, Γ в правые части системы (3.1) по
формуле (3.2). В результате получим
C : X(x) = c2 {−x3,−x4, x1, x2} = −
c
2 e4,
N : X(x) = n2 {−x4, x3, x2,−x1} = −
n
2 e3,
D : X(x) = d2 {x1, x2, x3, x4} =
d
2 e2,
Γ : X(x) =
γ
2 {x2,−x1, x4,−x3} =
γ
2 e1.
Коэффициенты c, n, d, γ будут считаться малыми.
Теперь, для того чтобы выяснить, какую эволюцию вызывают все эти силы, достаточно
спроектировать их на векторы эволюционного базиса (2.1).
Если нас интересует локальная эволюция прямолинейной траектории, то, в силу ор-
тогональности базиса (2.1) на конусе K = 0, при вычислении проекций достаточно брать
скалярные произведения найденных выше векторов X с векторами (2.1).
Результат локального проектирования представлен в таблице 1.
Из таблицы 1 следует, что потенциальные сферические силы (матрица этих сил C)
приводят только к изменению частоты колебаний. Циркулярные силы (матрица N) вызы-
вают вариацию квадратуры (разрушение прямолинейной формы колебаний). Амплитуду
изменяют скоростные силы сферического типа (матрица D). К прецессии приводят гиро-
скопические силы (матрица Γ).
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Таблица 1
C N D Γ
Прецессия (e1) 0 0 0
γ
2
Амплитуда (e2) 0 0 d2 0
Квадратура (e3) 0 −n2 0 0
Частота (e4) − c2 0 0 0
4. Уравнения идеального 2D осциллятора Ван дерПоля
Для стабилизации только энергии колебаний достаточно, в соответствии с таблицей,








Для дополнительной стабилизации равной нулю квадратуры (прямолинейная форма коле-

















Уравнения двумерного управляемого осциллятора ВандерПоля приобретают вид
q¨1 + q1 = −d(E − 1/2)q˙1 − nKq2 − γq˙2,












, K = q1q˙2 − q˙1q2,
или, в краткой записи, где q = (q1, q2):
q¨ + q = d2
(
1− q2 − q˙2) q˙ + nq × q˙ × q − Γq˙. (4.3)
Уравнение двумерного осциллятора с управляющими силами (4.1), записанное в фор-
ме (4.2) или (4.3), помимо тривиального стационарного решения (q, q˙) = 0, или x = 0,
обладает стационарным решением
q2 + q˙2 = 1, q × q˙ × q = 0. (4.4)
Устойчивость этого стационарного многообразия будет исследована ниже.
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5. Уравнения в элементах орбиты
Замена переменных (1.7) приводит к уравнениям двумерного осциллятора ВандерПо-
ля в элементах орбиты:
r˙ = −(Q1 cos θ + Q2 sin θ) sin(t + τ),
k˙ = −(Q1 sin θ −Q2 cos θ) cos(t + τ),
θ˙ = 1
r2 − k2 [k(Q1 cos θ + Q2 sin θ) cos(t + τ) + r(Q1 sin θ −Q2 cos θ) sin(t + τ)],
τ˙ = − 1
r2 − k2 [r(Q1 cos θ + Q2 sin θ) cos(t + τ) + k(Q1 sin θ −Q2 cos θ) sin(t + τ)],
при учете соотношений (1.7) и (3.2). Эти уравнения (после осреднения по времени) имеет
смысл использовать, если интерес представляют эволюции именно таких переменных.
6. Уравнения в фазовом пространстве
Двумерные уравнения ВандерПоля (4.2) в медленных переменных x по формулам (1.9)
и (4.1) после осреднения приобретают вид




2 , K = x1x4 − x2x3, (6.2)
а e2, e3 задаются формулами (2.1).
Для исследования устойчивости стационарного многообразия S = 0, K = 0 (6.2), яв-
ляющегося в переменных q многообразием (4.4), удобно перейти в уравнениях (6.1) от фа-
зовых переменных x к переменным, представляющим собой базовые квадратичные формы
двумерного линейного осциллятора.
7. Базовые квадратичные формы











, K = x1x4 − x2x3,




x21 − x22 + x23 − x24
) (7.1)
определяют отображение (x1, x2, x3, x4) → (S,K,K1,K2) с тождественно равным нулю яко-
бианом:
∂(S,K,K1,K2)
∂(x1, x2, x3, x4)
= det
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
x1 x2 x3 x4
x4 −x3 −x2 x1
x2 x1 x4 x3
x1 −x2 x3 −x4
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0. (7.2)
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Ранг якобиева определителя (7.2) равен 3, поскольку имеется одно линейное соотноше-
ние между формами (7.1):
x1K + x3K1 − x4
(





8. Уравнения в базовых формах
Воспользуемся заменой (7.1) для построения уравнений движения двумерного осцил-
лятора ВандерПоля в базовых формах
S˙ = dS
dx
x˙ = x · 12 (−dSe2 + nKe3 − γe1).
Поскольку x = e2, то, воспользовавшись матрицей Грама (2.2), получим
S˙ = −d2 S(2S + 1) + nK
2.
Аналогично находим:
K˙ = 12 e3(−dSe2 + nKe3 − γe1) = −dSK +
1
2 nK(2S + 1),
K˙1 =
1
2 (x2, x1, x4, x3)(−dSe2 + nKe3 − γe1) = −dSK1 − γK2,
K˙2 =
1
2 (x1,−x2, x3,−x4)(−dSe2 + nKe3 − γe1) = −dSK2 + γK1.
Окончательно уравнения в базовых формах получились такими:
S˙ = −d2 S(2S + 1) + nK
2, K˙ = −dSK + n2 K(2S + 1),
K˙1 = −dSK1 − γK2, K˙2 = −dSK2 + γK1.
(8.1)
Если S = 0 стабилизировано, то из последних двух уравнений (8.1) следует, что K¨1+γ2K1 =
= 0, K¨2 + γ2K2 = 0, что означает, что cos 2θ и sin 2θ изменяются по закону колебаний
линейного осциллятора, для которого 2θ = γt, то есть угол прецессии θ линейно растет со
временем.
9. Устойчивость стационарного многообразия
Уравнения по интересующим нас переменным S иK отделились. Исследуемое на устой-
чивость стационарное многообразие инвариантно к гироскопическим силам. Фазовый порт-
рет этой подсистемы в частном случае d = n изображен на рисунке 2.



















Если на двумерный осциллятор ВандерПоля не действуют никакие силы кроме ста-
билизирующих энергию колебаний (n = γ = 0, d = 0), то уравнения (8.1) приобретают
вид
S˙ = −d2 S(2S + 1), K˙ = −dSK,
K˙1 = −dSK1, K˙2 = −dSK2.
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Рис. 2
Видно, что S = 0 по-прежнему является асимптотически устойчивым многообразием по-
стоянной полной энергии колебаний; равная нулю квадратура также устойчива асимпто-
тически, но с нулевым собственным значением. Квадратичные формы K1 и K2 стремятся
к нулю, сохраняя постоянным отношение K1/K2, то есть угол θ (2.5) остается неизмен-
ным. Если, например, для бесплатформенной инерциальной системы маятникового типа [6]
необходимо стабилизировать эллипс с постоянной полной энергией и постоянной площадью
(квадратурой), то уравнения (4.3) должны быть такими:
q¨ + q = d2
(
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Van der Pol’s controlled 2D oscillator
Viktor F. Zhuravlev
A. Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences
pr. Vernadskogo 101, block 1, Moscow, 119526, Russia
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There are two reasons for 2D auto-oscillations to be of such interest for analysis. Firstly,
mechanical systems based on such a model are widely used. Secondly, unlike 1D van der Pol’s
oscillator, a 2D model as a mathematical object has much more characteristics: in addition
to potential and dissipative forces, more complicated forces can be taken into account, which
characterize diﬀerent speciﬁc behaviors of the oscillator.
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